Ein Einheitliches Verfahren Zur Definition Von Absolut- Und Bedingt-Konvergenten Integralen. Va  by Ridder, J.
MATHEMA TICS 
EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. Va 
VON 
J. RIDDER 
(Corrununicated at the meeting of June 26, 1965) 
Die in IV und IVbis fur eine Spezialklasse von IP-Funktionen betrachteten 
allgemeinen R-Integrale in Rn (n;S 2) werden in diesem Teil und in den 
Teilen Vb, Vc auf die volle Klasse von IP-Funktionen erweitert. Die in I, 
II, IIbis und in IV, IVbis erhaltenen Resultate finden dabei Anwendung; 
die Uberlegungen in den Paragraphen 30-33 (Va) und 34 (Vb) verlaufen 
hauptsachlich parallel mit denen in IV, die in den Paragraphen 35-40 
(Vb, VC) mit denen in IVbis. 
§ 30. In R2 seien 'IjJ, IP, G, g, T, K und Ko definiert wie in § 20; wir 
betrachten die volle Klasse aller IP-Funktionen. Auch die Definition von 
Riemann-Klasse 2![io] sei wie in § 20. 
Satz. Bei einer Menge Eo von endlich vielen Trennungslinien x=xj, 
mit a=XO<Xl < ... <Xn-l <xn=b, und Y=Yk' mit C=YO<Yl < ... <Ym-l < 
<Ym=d, des Segmentes io = io[a, b; c, d], einer in (a, b) uberall dichten 
Menge N z und einer in (c, d) uberall dichten Menge Ny, und einer Riemann-
Klasse 2![io] gibt es eine Zerlegung von io in endlich viele Intervalle 
• 
Ul, ..• , U. von folgender Beschaffenheit: 68) 10 Ui . Uj = 0 (i =1= i); 2° L Uj = uo; 
i=1 
3° zu jedem Trennungspunkt (Xj, Yk) E io (Schnittpunkt von Trennungs-
linien) gehort ein (Xj, Yk) enthaltendes Zerlegungsintervall Ui ~ i((xj, Yk)) E 
E 2![io]; zu jedem Trennungspunkt (xj, Yk) E io - io gehort ein Zerlegungs-
intervall Ui ~ i((xj, Yk)) E 2![io], wobei (xj, Yk) innerer Punkt des linearen 
(geraden oder gebrochenen) Segmentes (Ui -Ui)' (io-io); diese Zerlegungs-
intervalle haben paarweise keine gemeinsamen inneren- oder Randpunkte; 
4° jedes lineare Segment Z(Xj) = [x=Xj; c~y~d] (x=Xj Trennungslinie) 
und jedes lineare Segment Z(Yk) = [a~x~b; Y=Yk] (Y=Yk Trennungs-
linie) wird uberschnitten von endlich vielen Zerlegungsintervallen 
Ui ~ i((xj, y(i)) 69) bzw. ~ i((x(i), Yk)) 69); 5° fur jedes weitere Zerlegungs-
intervall Uj ist Uj C i o, und gibt es einen Punkt (Xj, Yj) E Uj mit Uj ~ i(xj, Yj); 
schlieBlich: 6° fur jedes Zerlegungsintervall Uj = Uj(x'j, X"j; Y'j, Y"j) 
68) Randpunkte von Zerlegungsintervallen werden dabei vernachlassigt. 
69) Unter den Punkten (Xi, y(i)) fallen, nach 3°, aIle (Xi, Yk) (k =0, ... , m), unter 
den Punkten (x(i), Ylc) fallen aIle (Xi, Yk) (f =0, ... n). Die Lage der Punkte (Xj, y(i)) 
in bezug auf Uj ist wie die von (Xj, Yk) in bezug auf Ui unter 3°. 
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gehort jedes von a und b verschiedene X'j, X"j zu N x , jedes von c und d 
verschiedene Y'j, Y"j zu Ny. 
Bemerkung. Die Zerlegungsintervalle und die ihnen (mittels m[ioJ) 
zugewiesenen Punkte nennen wir adjungiert. 
Beweis. Eine besondere Zerlegung der gewiinschten Art wird erhalten 
durch mehrmalige Anwendung von I, § 1, Satz. 
Den Trennungspunkten (Xj, Yk) seien Zerlegungsintervalle, welche den 
Bedingungen 3° und 6° geniigen, hinzugefiigt. Die Seiten diesel' Zerlegungs-
intervalle, welche zu einem fest gewahlten Xj gehoren, haben mit x=Xj 
Schnittpunkte mit Ordinaten c=Yo<r/o<1}l <r/1 < ... <'Yjm-1 <'Yj'm-1 < 
< 'Yjm < Ym = d; dabei ist fiir jeden Trennungspunkt (xj, Yk) (j fest, 
k = 1, ... , m - 1) : 'Yjk < Yk < 'Yj' k. Die Punkte eines jeden linearen Segmentes 
[x=Xj; 'Yj'k~Y~'Yjk+lJ (k= 0, ... , m-1) haben line are Umgebungen, welche 
Durchschnitte von x = Xj mit den durch m[ ioJ diesen Punkten zugewiesenen, 
zweidim. Umgebungen sind. Anwendung von I, § 1, Satz auf ('Yj'k' 'Yjk+l) 
liefert zu Ny gehorende Y-Werte: 'Yj'k<Y1(k)<Y2(k)< ... <Y~~)<'Yjk+l' 
mit zugehorigen Yp(k) (p=l, ... ,p(k)-l), wobei [Xj;'Yj'k' Y1(k»)Ci((xj, 
'Yj'k)) E m[ioJ; (Xj; Y1(k), Y 2(k») C i((xj, Y1(k»)) E m[ioJ und Y1(k)<Y1(k)< 
< Y 2(k); ... ; (Xj; Y~~)-l' Y~%») C i((xj, Y~~)-l)) E m[ioJ und Y~~)-l < 
<Y~~~)-l < Y~~); (Xj; Y~~» 'Yjk+!] C i((xj, 1]k+1)) E m[ioJ. SchlieBlich fiigen 
wir zwischen Yk und YO(k) = 'Yj'k einen Wert Yo(k) E Ny, und zwischen 
Y~~) = 1]k+l und Yk+1 einen Wert Y~%>+l E Ny ein, mit (Xj; YO(k), Y1(k») C 
C i((xj, 1]'k)) E m[ioJ und (Xj; Y~~» Y~1>+1) C i((xj, 'Yjk+l)) E m[ioJ. AuBer-
dem denken wir uns die im Anfang dieses Beweises den Punkten (Xj, Yk) 
und (Xj, Yk+1) zugewiesenen Zerlegungsintervalle derartig eingeschrankt 
daB obere bzw. untere Seite x=Xj in (xj, YO(k») bzw. (Xj, Y~~)H) schneiden. 
Auf dem Segment l(xj) _ [Xj; c, dJ sind nun Punkte mit nachfolgenden 
Ordinaten angegeben: 
c=Yo< yo (0) < Y1(0) < ... < Y~%)< Y~%>+l < 
<Y1 < YO(l) < Y1(1) < ... < y~l(h < Y~~LH <Y2< ... < 
<Ym-1 < Yo(m-1)< Y1(m-1) < ... < Y~'(',;!i)< Y~'('.;!i)H <Ym=d; 
dabei gibt es (auf x=Xj) zwischen zwei aufeinander folgenden Y-Punkten 
entweder einen Yk-Punkt oder einen Y-Punkt, und liegt das lineare 
Intervall mit einem solchen Paar von Endpunkten im zugehorigen 
i((xj, Yk)) E m[ioJ oder i((xj, V)) E m[io], wahrend die Intervalle, deren 
Endpunkte Ordinaten C=Yo, Yo(O) bzw. Y~'('.;!i)H' Ym=d haben, in 
i((xj, c)) E m[ioJ bzw. i((xj, d)) E m[ioJ liegen. Es wird deutlich sein daB 
es nun solche positive hj, h' j gibt, daB auch die zweidim. Intervalle, deren 
Punkte x-Koordinaten zwischen xj-hj und xj+h'j (mit allen xj-hj, 
xj+h'j E N x bis auf xo-ho und xn+h'n), und y-Koordinaten zwischen zwei 
aufeinander folgenden Y-Werten oder zwischen Yo, Yo(O) oder zwischen 
Y~'('.;!i>+l' Ym haben, im nach dem eben Gesagten korrespondierenden 
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i E'1[([io] liegen. Die so hervorgehenden Zerlegungsintervalle 70) bilden 
einen Vertikalstreifen (Xj-hj, Xj+h'j; 0, d) bei j = 1, ... , n-l; bei j = ° ist 
als Streifen von Zerlegungsintervallen (a, a+h'o; 0, d), bei j=n (b-hn, b; 
0, d) zu nehmen. Wir wahlpn die hj, h'j derartig klein, daB die Streifen 
paarweise keine gemeinsamen inneren- oder Randpunkte haben. Die 
erhaltenen Zerlegungsintervalle werden spater noch einer geringfligigen 
Einschrankung in horizontaler Richtung unterworfen. 
Zu y=r;, mit o;;;'r;;;;.d, gibt es auf dem Segment [a;;;'x;;;.b; 1]] die Teil-
segmente [a+h'o, xl-hI; 1]], [Xl +h'l, X2-h2; r;], ... , [xn-2+h'n-2, Xn-l-
-hn- l ; 1]], [Xn-l +h'n-l' b-hn ; 1]]. Eine analoge Anwendung von I, § 1, 
Satz wie im vorletzten Absatz, auf (xj+h'j, xj+l-hj+l) (j = 0,1, ... , n-l), 
liefert zu Nt gehOrende X-Werte: Xj+h'j<XI(j)<X2(j)< ... <X~ii)< 
<Xj+l-hj+b mit zugehOrigen Xp(j) (P= 1, ... , p(j)-I), wobei [Xi+h'i' 
Xl (j); 1]) C i((xj+h'j, r;)) E' I[([io]; (Xl (J), X 2(J); r;) C i((XI (j), 1])) E'1[([io] und 
Xl (j) < Xl (1) < X 2(j); ... ; (X~li)-l' X~lil; 1]) C i((X~lil-1' 1])) E' I[([io] und X~li)-l < 
< X~li)-l < X~li); (X~li)' Xj+l - hj+l; 1]] C i((xj+l - hj+l, 1])) E' I[([io]. 71) Es gibt 
nun solche positive h(1]), h'(r;), daB auch die zweidim. Intervalle, 
deren Punkte y-Koordinaten zwischen 1]-h(r;) und 1] +h'(1]) (mit den 
1]-h(1]), 1]+h'(1]) E' Ny ausgenommen r;-h(1]) bei 1]=0 und 1]+h'(1]) bei 
1] =d), und x-Koordinaten zwischen aufeinander folgenden X(j)-Werten 
oder zwischen Xi + h' j, Xl (i) oder zwischen X~lil' Xj+l - hi+l haben (j = 0, 
1, ... , n - 1), im nach dem eben Gesagten korrespondierenden i E' I[( [io] 
liegen. Diese zweidim. Intervalle liegen im Horizontalstreifen (a, b; 
1]- h(1]), 1] +h'(1])), flillen diesen Streifen jedoch nicht auf (Durchschneidung 
durch die Vertikalstreifen). 
Projektion von io auf die y-Achse liefert ein Segment [0, d], wobei zu 
jedem 1] E' [0, d] eine Umgebung i(r;) = (1]-h(1]), 1]+h'(1])) entsteht als 
Projektion des Horizontalstreifens (a, b; 1]-h(1]), r;+h'(1])). Die Um-
gebungen bilden eine Riemann-Klasse 1[([(0, d)]. Die Punkte Yk, als 
Projektionen der Punkte (xj, Yk), bilden eine Menge Eo(Y) von Trennungs-
punkten zu (0, d). Anwendung von I, § 1, Satz liefert, bei 1[([(0, d)], Eo(Y) 
und Ny, in jedem Intervall (Yk,Yk+I) (k=O, 1, ... ,m-l) endlich viele, zu 
Ny gehorende Teilungspunkte 1]k(j) mit Yk < 1]k(l) < 1]k(2) < ... < 1]k(lk+l) < Yk+l, 
wobei: 1° [Yk, 1]k(I») C i(Yk), mit i(Yk) E' 1[([(0, d)]; 2° (1]k(lk+l), Yk+r] C i(Yk+l), 
mit i(Yk+l) E' 1[([(0, d)]; 3° zu jedem (1]k(l),1]k(I+l») (l= 1, ... , lk) sich ein 
innerer Punkt (h(l) anweisen laBt mit ()k(l) E' (1]k(l), r;k(l+l») C i(()k(l)) und 
i(()k(l)) E' 1[([(0, d)]. Dies impliziert daB auch (1]k(lk+l) , 1]!n1) C i(Yk+l) 
(k=O, ... , m- 2). 
Ein solches Yk+l enthaltendes (1]k(lk+l),1]I/+1)' und ebenso ein ()k(l) ent-
70) Die im Anfang des Beweises den Punkten (Xj, y1c) (bei Xj fest; k=O, 1 ... , m) 
zugewiesenen Zerlegungsintervalle sind dabei geandert, doch genugen wieder den 
Bedingungen 30 und 6°. 
71) Die xj+h'j, Xj+1-hH1 haben hier eine analoge Rolle wie die 'f}'1c, 'f}lc+1 im 
V orangehenden; die nahere Auswirkung davon folgt erst an einer weiteren Stelle 
des Beweises. 
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haltendes ('Yjk(l), 'Yjk(I+1») wie unter 3°, ist Projektion eines Horizontal-
streifens mit a<x<b, welcher endlich viele Horizontalstreifen derselben 
Hohe und mit xj+h'j<x<xj+1-hj +1 (j = 0, ... , n-l) enthalt, deren jeder 
gemaB dem vorletzten Absatz in endlich viele (zweidim.) Intervalle zerlegt 
werden kann,72) welche bis auf das erste und das letzte, zu den gewunschten 
Zerlegungsintervallen gerechnet werden durfen; das Paar Ausnahme-
intervalle hat, bei ('Yjk(lk+1), 'Yjnl), die Gestalt 
(87) [xj+h'j, X1(J); 'Yjk(lk+l), 'Yjil+'l) C i((xj+h'j, Yk)) bzw. 
(X~li), Xj+1- hj+1; 'Yjk(lk+1), 'Yjkl~l] C i((Xj+I-hj+b Yk)), 
und, bei ('Yjk(l), 'Yjk(l+l»), die Gestalt 
(88) [xj+h'j, X'l(j); 'Yjk(l), 'Yjk(I+1») C i((xj+h'j, (h(l))) bzw. 
(X;'tl>, xj+1-hj+1; 'Yjk(l), 'Yjk(l+l)] C i((xj+1 -hj+b (h(l))). 
Analoge Ausnahme-intervalle gibt es bei den korrespondierenden Zer-
legungen der Horizontalstreifen 
(89) (a<x<b; c<Y<'Yjo(I») und (a<x<b; 'Yj~~ll+l) <y<d), 
mit c=Yo, d=Ym. 
Die Ordinaten x=xj+h'j und x=xj+1-hj+1lassen sich nun beliebig wenig 
nach links bzw. nach rechts verschieben, wobei die angrenzenden Vertikal-
streifen dennoch aus (in y-Richtung nicht geanderten) Zerlegungsinter-
vallen aufgebaut bleiben, wahrend die Ausnahme-intervalle ebenfalls in 
Zerlegungsintervalle ubergehen, welche bei (87) die Punkte (xj+h'j, Yk) 
bzw. (Xj+1-hj+1, Yk), bei (88) die Punkte (xj+h'j, Ok(l)) bzw. (Xj+1-hj+1, 
Ok(l)) enthalten, und seIber in den fur 2:([io] diesen Punkten zugehorigen 
Umgebungen i liegen. Bei den Horizontalstreifen (89) geben dieselben 
Verschiebungen eine analoge Anderung der Ausnahme-intervalle. 
Damit ist die gesuchte Zerlegung von io erreicht. 
Die Definition der partiellen Ordnung von Riemann-Klassen in io Sel 
wie in IV, § 20. 
Definition. Die Werte X, zu deren jedem es kein lineares Intervall 
i l (x; YI, Y2) mit T[il (x; Yb Y2)]>0 (§ 20) gibt, bilden die auf der x-Achse 
uberall dichte Menge Hz, deren Komplement Hz * nur abzahlbar viele 
Punkte enthalt. Die Werte y, zu deren jedem es kein lineares Intervall 
i2 (Xl, X2; y) mit T[i2 (Xl, X2; y)]>O (§ 20) gibt, bilden die auf der y-Achse 
uberall dichte Menge H y, deren Komplement H y * nur abzahlbar viele 
Punkte enthiilt. 
Definition al. Nach dem vorigen Satz gibt es zu einer Riemann-
Klasse 2:([io] und einer (ev.leeren) Menge Eo von endlich vielen Trennungs-
72) Die zugehorigen, im vorletzten Absatz betrachteten Streifen und die zu-
gehorigen Intervalle hat man sich in vertikaler Richtung gegen Y=Yk+l bzw. y=(h'l) 
eingedriickt zu denken um die hier betrachteten Intervalle zu erhalten. 
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linien x = Xj, mit a < Xl < ... < Xn-l < b und jedem Xj E Hz *, und endlich 
vielen Trennungslinien Y = Yk, mit C < YI < ... < Ym-l < d und jedem Yk E H 11 *, 
Zerlegungen von io, welche wir {2l[io], Eo; T}-Zerlegungen nennen, und 
deren jede die folgenden Eigenschaften hat: 10 neben X = a, X = b und 
y=c, y=d treten nur die eben genannten Linien x=Xj, Y=Yk als Tren-
nungslinien auf; 20 die im vorigen Satze auftretenden Mengen N z und 
Ny sind hier die Mengen Hz·(a, b) bzw. Hy'(c, d). 
Definition bl . Zu einer endlichwertigen (eindeutigen) Funktion f 
und der Klasse aller {2l[io], Eo; T}-Zerlegungen von io (gemaB Def. al 
nebst Satz) bilde man ftir jede derartige Zerlegung, mit zu Punkten 
(~j, 1]j) adjungierten Zerlegungsintervallen Uj, die Summe 
(90) !' f(~j, 1]j)·T[Uj], 
(i) 
wobei nur tiber solche j summiert wird, ftir die (~j, 1]j) E io. Die Gesamtheit 
aller Werte von (90) ftir alle moglichen {2l[io], Eo; T}-Zerlegungen, bei 
2l[io] und Eo fest, liefert eine im allgemeinen mehrwertige Riemann-Summe 
fllr f: F[f; {2l[io], Eo; T}], mit abgeschlossener Rtille F[f; {2l[io], Eo; T}]. 
Bemerkung. Aus 2l[io] ~ 2l'[io] und Eo ~ E'o folgt F[f; {2l[io], 
Eo; T}] ~ F[f; {2l'[io], E'o; T}]. 
Definition CI. Falls es zu einer in io endlichwertigen Funktion f 
Folgen 2l(I) [io] :::> 2l(2) [io] :::> ... :::> 2l(k) [io] :::> ... von Riemann-Klassen und 
Folgen EO(I) ~ Eo(2) ~ ... ~ Eo(k) ~ ... (jedes Eo(k) wie Eo in Def. al) gibt, 
ftir die die F[f; {2l(k) rio], Eo(k); T}] sich in einen Punkt I[f; io; T] (von RI) 
zusammenziehen, so betrachte man f als integrierbar, und definiere durch 
den (endlichen) Grenzwert I[f; io; T] das allgemeine Riemann-Integral von 
f llber io in bezug auf T: 
(90bIS ) iiofdT=I[f; io; T]= lim F[f; {2l(k) [io], Eo(k); T}]. 
k--'>oo 
Bemer kung. Die eindeutige Bestimmtheit des Integrals folgt mit 
der vorigen Bemerkung. 
§ 30blB. Satz. Rat f ein allgemeines R-Integral tiber io(E Ko) in bezug 
auf die positive Variation G von $, und eben so in bezug auf Igl, so existiert 
auch das allgemeine R-Integral tiber io in bezug auf T, mit 
iio f dT = iio f dG+ ito f dlgl· 
Beweis. Die Mengen der abzahlbar vielen (singularen) Geraden X=X 
oder y=y, zu deren jeder es ein Intervall (Yb Y2) mit T[i(x; Yb Y2)]>0 
bzw. ein Intervall (Xl, X2) mit T[i(Xb X2; y)]>O gibt, fallen bekanntlich 
mit den Summen der Mengen von Geraden X = x bzw. Y = y, ftir die G 
oder (und) Igl in bezug auf (Yb Y2) bzw. in bezug auf (Xl, X2) eine korrespon-
dierende Ungleichheit erftillen, zusammen; dabei ist wieder fUr jedes 
(offene) lineare Teilintervall T=G+ Igl. 
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Es gibt eine Folge EO(I) ~ ••• ~ EO(k) ~ .. , von singularen Geraden ftir 
G, und eine zugehOrige Folge m:(I) [io] ~ .. , ~ m:(k) [io] ~ ... , mit 
(91) S'lotdG= lim F[f; {m:(k)[io],Eo(k);G}]; 
k-+oo 
daneben Folgen E' 0(1) ~ ... ~ E' o(k) ~ ... von singularen Geraden fUr Igl, 
und eine zugehorige Folge m:'(I) [io] ~ ... ~ m:'(k) [io] ~ ... , mit 
(92) Siotdlgl= lim F[f; {m:'(k)[io],E'o(k); Igl}J. 
k-+oo 
Nun lassen sich FolgenE"o(l) ~ ... ~ E"o(k) ~ ... , mit E"O(k) = EO(k) +E'O(k), 
und m:"(I) [io] ~ ... ~ m:"(k) [io] ~ ... , mit m:"(k) [io] die Mengen von Um-
gebungen i"(k)((X, y)) = i(k)((x, y)) . i'(k)((X, y)) bei (x, y) E %0, i(k)(X, y) E 
E m:(k) [io], i'(k)(X, y) E m:'(k) [io], bilden, ftir die aus (91) und (92) mit (90) 
folgt: 
lim F[f; {m:"(k) [io], E"O(k); T}]= lim F[f; {m:(k) [io], EO(k); G}]+ 
k-+oo k-+oo + lim F[f; {m:'(k)[io],E'o(k); Igl}], 
d.h. 
SiO t dT existiert, und ist gleich Sio t dG + Sio t dlgl· 
Definition d 1 • Existieren die allgemeinen Riemann-Integrale der 
endlichwertigen Funktion t tiber io E Ko in bezug auf G und Igl, so 
definieren wir das allgemeine Riemann-Integral von tuber io in bezug aut 
rp als eine Differenz: 
§ 31. Definition. Unter den in Definition bl von § 30 gemachten 
Annahmen sei F[o][f; {m:[io], Eo; T}]=obere Grenze aller Werte der 
mehrdeutigen Riemann-Summe F[f; {m:[io], Eo; T}], und F[u][f; {m:[io], 
Eo; T}]=untere Grenze der Werte von F[f; {m:[io], Eo; T}]. 
Zu einer Folge m:(I) [io] ~ ... ~ m:(k) [io] ~ ... und einer zugehOrigen Folge 
EO(I) ~ ... ~ EO(k) ~ ... gibt es also obere und untere Grenzen, fUr die: 
und 
Gibt es endliche F[o] und F[u], so seien das obere und das untere all-
gemeine Riemann-Integral von t in bezug aut Tuber io bzw. definiert durch: 
Sio t dT=untere Grenze aller F[o][f; {m:[io], Eo; T}] 
und 
£iO t dT=obere Grenze aller F[u][f; {m:[io], Eo; T}], 
woraus dann leicht, nebst ihrer Endlichkeit, folgt: 
Sio t dT~ Jio t dT. 
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Auch gibt es dabei Folgen m(l) [io] ::) ... ::) m(k) [io] ::) ... und EO(l) ~ ... ~ 
~ EO(k) ~ ... , mit 
(93) 
und gleichzeitig 
Theorem 41. Notwendig und hinreichend zur Existenz von Sio f dT 
ist Existenz und Gleichheit der oberen und unteren Integrale; dabei ist 
dann 
S io f dT = Iio f dT = 1 io f dT. 
Allgemeine Bemerkung. LaBt man der Anwendung der Defini-
tionen von Sio f dT und Sto f dT die nachfolgende Abanderung von T 
vorangehen, so bleibt das Resultat dasselbe; dies gilt somit auch fur die 
Definition von Sio f dT. Die Abanderung sei: fur jede Menge E E K solI 
der neue Wert von T gleich dem ursprunglichen Wert von T fUr die Menge 
E . io gewahlt werden. 
§ 32. Die Definition einer Riemann-Klasse m[il ] [m[i2]], gehorend zu 
einem linearen Intervall i l - i l (x=;; c<y<d) [i2 = i2 (a<x<b; Y=1])] 
sei wie in IV, § 22. 
Sat z . Zu iI, m [id, einer Menge E < von endlich vielen Trennungs-
punkten (;, Vi), mit C=YO<Yl < ... <Yk=d, und einer in (c, d) uberall 
dichten Menge Ny nebst einer in (a, b) uberall dichten Menge N x gibt es 
endlich viele zweidim. Uberdeckungsintervalle u(; - 150, ; + 15'0; c, 1]1) ~ 
~ i((;, c)) E m[iI]; u(;-bI, ;+15'1; 1]1, 1]2) ~ i((;, Yl )) E m[id, wobei 1]1< 
<Yl <1]2; ... ; u(;-bm-I, ;+b'm-l; 1]m-l, 1]m) ~ i((;, Ym- l )) E m[il ], wobei 
1]m-l <Ym- l <1]m; u(;-bm, ;+b'm; 1]m, d) ~ i((;, d)) E m[iI]; dabei sollen 
aIle Yi unter den Ym vorkommen, und gehoren die Werte 1]1, ••• , 1]m zu 
Ny, die Werte ;-150, ;+15'0, ... , ;-bm, ;+b'm zu N x • 
Eine analoge Uberdeckung laBt sich fur i2 bilden, gehorend zu m[i2], 
einer Menge E'1 von endlich vielen Trennungspunkten (xj, 1]), und den-
selben Mengen N z, Ny wie im vorigen. 
Der Beweis folgt durch Anwendung von I, § 1, Satz. 
Definition a'l. Bei io - io(a<x<b; c<y<d) seien N z - (a, b)·Hz 
und Ny = (c, d)·Hy, wobei Hz und Hy wie in der ersten Definition von 
§ 30; die Mengen E~, E'1 von Trennungspunkten auf (;; c, d) bzw. (a, b; 1]) 
sollen immer entweder leer oder aus endlich vielen Punkten (;, Yi) bzw. 
(xj, 1]) aufgebaut sein, wobei jedes Yi E Hy *, jedes Xj E Hz *. Jede gemaB 
dem vorigen Satz einer Riemann-Klasse m[id, der Menge E< und den 
Mengen N z, Ny zugeordnete, in io liegende Uberdeckung von il = 
~ il(x=;; c<y<d) ist eine {m[il], E<; T}-Uberdeckung. 
Analog laBt sich eine {m[i2], E'1; T}-Uberdeckung einfuhren. 
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Defini tion b' 1. Zu einer endlichwertigen (eindeutigen) Funktion I 
und der Klasse aller {2![il ], E;; T}-Uberdeckungen von il (gemaB Def. a'l 
nebst Satz) bilde man flir jede derartige Uberdeckung die Summe 
m-1 
(94) ! I(~, Yk)·T[u(~-bk' ~+b'k; rJk, rJk+1)]. 
k~1 
Die Gesamtheit aller Werte von (94) flir aIle mi::iglichen {2![il ], E;; T}-
Uberdeckungen, bei 2![id und E; fest, liefert eine im allgemeinen mehr-
wertige Riemann-Summe lur I: F[f; {2![il], E~; T}], mit abgeschlossener 
Rlille F[f; {2![il ], E;; T}]. 
Bemerkung. Aus 2![il ] ~ 2!'[il ] und E; ~ E'~ folgt F[f; {2![id, E;; 
T}] ~ F[/; {2!'[il ], E';; T}]. 
Definition C'l. Falls es zu einer auf i l endlichwertigen Funktion I 
eine Folge E/l) ~ E«2) ~ ... ~ E~(k) ~ ... (jedes E~(k) wie E~ in Def. a'l) 
und eine zugehi::irige Folge 2! (1) [id ::) 2! (2) [il ] ::) ... ::) 2! (k) [il ] ::) ... von 
Riemann-Klassen gibt, flir die die abgeschlossenen Rlillen der Riemann-
Summen F[/; {2!(k) [id, E/k); T}] sich in einen Punkt I[f; i l ; T] (von Rl) 
zusammenziehen, so betrachte man I als integrierbar, und definiere durch 
den (endlichen) Grenzwert I[f; i l ; T] das allgemeine Riemann-Integral von 
I uber i l in bezug aul T: 
(94biS ) Si!(;;c,tZ)/dT=I[f;il;T]= lim F[f;{2!(k)[il ],E/k);T}]. 
k_oo 
Analog laBt sich Si2(a,b;7J) I dT definieren. 
Bemerkungen. 1. Die eindeutige Bestimmtheit der linearen Inte-
grale, bei fest gewahltem io(a, b; c, d), folgt mit der vorigen Bemerkung. 
2. Gibt es ein das Integral Si1(~;c,tZ) I dT definierender Grenzwert bei io(a, b; 
c, d), so gibt es ein gleicher Grenzwert bei jedem i'o(a', b'; c, d) mit 
a~a' <~<b'~b. 
Allgemeine Bemerkung. Bei der in der allgemeinen Bemerkung 
von § 31 angegebenen Abanderung von T andern sich auch ev. Existenz 
und Wert von Si1(~;c,tZ)/dT (a<~<b) und von Si2(a,b;7J)/dT (c<rJ<d) 
nicht. 
De fi nit ion d ' 1 . Existieren die allgemeinen Riemann -Integrale der 
endlichwertigen Funktion I liber il(~; c, d) in bezug auf G und Igl(a<~ <b), 
so definieren wir das allgemeine Riemann-Integral von I uber i l in bezug 
aul I:jJ als eine Differenz: 
Si1 I dl:jJ = Si1 t dG- Si1 t dlgl· 
Analog laBt sich Si2(a, b; 7J) t dl:jJ definieren (c<rJ<d). 
Definition el. Flir eine nur einen Punkt (x, y) enthaltende Menge, 
mit t(x, y) endlich, definieren wir die allgemeinen R. Integrale folgender-
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maBen: 
S {(x, y)} I dT = I(x, y). T[{(x, y)}], 
und 
S «X,y)} I dG = I(x, y). G[{(x, y)}], S {(X,y)} I dlgl = I(x, y) ·Igl [{(x, y)}] 
S«X,y)} I d<P= S«X,y)} I dG- S«X,y)} I dlgl· 
Theorem 42. Aus T[il(~; C, d)]=O und I endlich in den Punkten von 
i l folgt die Existenz von Sil I dT und Sil III dT, beide mit Wert Null. 
Der Beweis HiBt sich nach Analogie des Beweises von IV, § 22, Theorem 
26 geben. 
Theorem 43 a . I sei endlich in io(a, b; c, d). Ftir a<~<b, mit 
T[il(~; c, d)] = 0, folgt aus der Existenz des allgemeinen R. Integrals 
Sio I dT die Existenz der allgemeinen R. Integrale Si'o(a,~;C,d) I dT und 
Silto(~,b;c,d) I dT, und umgekehrt. Dabei ist 
Sio(a, b;c, d) I dT = Si'o(a,~; c, d) I dT + Silto(~, b;c, d) I dT. 
Ftir jeden y-Wert 'YJ mit c<'YJ <d und T[i2(a, b; 'YJ)] = 0 gibt es ein analoges 
... Resultat. 
Beweis. Dieser verliiuft wie der des Theorems 28 in IV, § 23; nur 
sind hier {2l[io], Eo; T}- und zugehOrige {2l[iI), E~; T}-Zerlegungen an-
zuwenden; die zu Eo gehorenden, horizontalen Trennungslinien seien 
gleichzeitig horizontale Trennungslinien ftir i'o, E'o und i"o, E"o, wiihrend 
E~ Durchschnitt von Eo mit x=~ sei. 
§ 32bis• Existiert ftir eine auf il(~; C, d) definierte endlichwertige Funktion 
I das allgemeine R. Integral in bezug auf T, Sil(~;C,d) I dT, gemiiB Def. 
C'l (§ 32), so hat I(~, y) auch ein allgemeines R. Integral i.b.a. T gemiiB 
der Def. 0 von Teil I, § 1, von gleichem Werte, wobei T fUr die linearen 
Intervalle il(~; Yb Y2) und die Mengen {(~, y)} von einzelnen Punkten wie 
in IV, § 20. Auch die Umkehrung gilt bei I von einerlei Zeichen. 
Daneben fiillt das gemiiB Def. C'l definierte allgemeine R. Integral von 
I(~, y) tiber (c, d), bei a<~<b, zusammen mit dem allgemeinen R. Integral 
i.b.a. T tiber io (a, b; c, d) [gemiiB Def. CI (§ 30)] einer Funktion, welche 
auf il(~; c, d) mit I(~, y) zusammenfiillt, und auf io(a, b; c, d)-il(~; C, d) 
den Wert Null hat. 
§ 33. Von hier an wird oftmals bei endlichwertigen Funktionen f(x, y) 
folgende Zerlegung angewandt: 
f(x, y) = I+(x, y) - I-(x, y), 
wobei I+(x, y) = f(x, y) 
I-(x, y)= 0 
und f-(x, y) = - f(x, y) 
f+(x, y)=O 
} in den Punkten (x, y) mit f(x, y) ~ 0, 
} in den Punkten (x, y) mit I(x, y) < O. 
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Aus allgemeiner Riemann-Integrierbarkeit von 1+ und 1- gema[J einer der 
vorangehenden Definitionen uber eine zulassige Menge lolgt dann dasselbe 
lur I und III· 
Hilfssatz A. I sei endlich und ;;;;0 in io(a, b; c, d); X gentige den 
Relationen: a<X<b und T[il(X;c,d)]=O, wodurch f il(X;c,d)/dT 
existiert mit Wert Null. Auch fio(a,b;c,d) I dT solI existieren. Es gibt 
somit Folgen III (1) [io] ~ ... ~ Ill(k) [io] ~ ... und III (1) [il ] ~ ... ~ Ill(k)[ir) ~ ... 
zusammen mit einer Folge EO(l) ~ ... ~ Eo(k) ~ ... von (Mengen von 
endlich vielen) Trennungslinien (wie Eo in Def. al) 73) und der Folge 
Ex(l) ~ ... ~ EX(k) ~ ... von (Mengen von endlich vielen) Trennungs-
punkten (= Schnittpunkten der hor. Trennungslinien in der korrespon-
dierenden Menge EO(k) mit x=X), ftir die: 
lim F[f; {1ll(k)[io],Eo(k);T}]=ffoldT 
k-+oo 
und lim F[f; {Ill(k) [i1 ], Ex(k); T}]=O. 
10--+00 
Betrachtet werden i'o = i'o (a, X; c, d) und i1 - il (X; c, d). 
Aus Ill(k) rio] und Ill(k) [i1 ] entstehen durch teilweise Einschrankung der 
Umgebungen Riemann-Klassen Ill'(k)[i'o] bzw. Ill'(k)[il]: 1° fur (x, y) E 
Ei'o(a,X;c,d) sei i'(k)((X,y))-i(k)((X,y))·i'o, mit i(k)((X,Y))EIll(k)[io]; 
2° ftir (X: y) E i l (X; c, d) sei i'(k)((X, y)) _ i(k)((X, y)) ·iX(k)((X, y)) ·io mit 
i(k)((X, y)) E Ill(k) [io] und iX(k)((X, y)) E Ill(k) [ir), wahrend fur die Punkte 
(X, c) und (X, d) Umgebungen i'(k)((X, c)) bzw. i'(k)((X, d)) gewahlt 
werden sollen, welche liegen in den diesen Punkten durch Ill(k)[io] und 
Ill(k)[ir) zugeordneten Umgebungen (immer mit i'(k) ~ i'(k+l»); die Um-
gebungen der ubrigen Randpunkte von i'o bleiben dieselben wie in Ill(k) [io]. 
Also ist jedes i'(k)((X, y)) E Ill'(k) [i1] auch E ~{'(k)[i'o]. 
Nun ist 
(95) ,ko I dT = lim F[f; {Ill'(k) [i' 0], EO(k); T}], 
k-+oo 
und 
(96) O=filldT= lim F[f; {Ill'(k)[ir),Ex(k);T}]; 
k-+oo 
selbstverstandlich bleiben dabei die Trennungslinien, welche i' 0 nicht 
tibe.cschneiden, auBer betracht. 
Zur Berechnung der beiden Grenzwerte kann man sich fur jedes k auf 
einer {Ill'(k) [i'o], EO(k); T}-Zerlegung mit zugehoriger {Ill'(k) [ir), Ex(k); 
T}-Uberdeckung beschranken, wobei dann die Zerlegung einen Wert von 
F[f; {Ill'(k) [i'o], EO(k); T}], die Uberdeckung einen Wert von F[f; {Ill'(k)[il], 
EX(k); T}] liefert. 
Beweis. Betrachtungen wie in IV, §23 auf den Seiten 370, 371, welche 
auch in § 32 zur Existenz von fi'o I dT (Th. 43a) fuhrten, lassen auBerdem 
73) Man darf annehmen, daB jede io iiberschneidende Gerade x=x, mit x E Hx*, 
oder y=fj, mit fj E Hy*, (siehe § 30, erste Def.) unter den EO(k) auftritt. 
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die Relation (95) folgern, wahrend daneben (96) ohnemehr deutlich ist. 
Mittels Induktion laBt sich Hilfssatz A erweitern auf die Falle, in 
welchen der Rand eines Teilintervalles von io (a, b; c, d) nur Punkte auf 
zwei (aneinander grenzenden) oder aufeiner der Geraden x=a, x=b, y=c, 
y = d oder sogar auf keiner dieser Geraden hat. Als einen der endlich vielen 
moglichen FaIle erhalt man den 
Hilfssatz BI: fund io seien wie in Hilfssatz A. Bei a<XI <X2 <b 
und c<Y<d sei T[il(Xj; c,d)]=T[i2(a, b; Y)]=O (j=1 oder 2). Es gibt 
somit Folgen 12(1)[io]::J ... ::J l2(k)[io] ::J ... ; 12(1) [il(X j ; c, Y)] ::J ... ::J 
l2(k) [il(Xj ; c, Y)]::J ... (j = 1,2); 12(1)[i2(XI, X 2 ; Y)]::J ... ::J l2(k) [i2(XI, X 2 ; 
Y)]::J ... zusammen mit einer Folge EO(I) ~ ... ~ EO(k) ~ ... von Trennungs-
linien (wie Eo in Def. al) 73) und den Folgen E!i; ~ ... ~ E~; ~ ... (j = 1,2) 
von Trennungspunkten (= Schnittpunkten der hor. Tl:'ennungslinien in 
der korrespondierenden Menge EO(k) mit dem linearen IntervaJ] i l (Xj ; 
c, Y) (j = 1 bzw. 2)) und der Folge Ey(l) ~ ... ~ Ey(k) ~ ... von Trennungs-
punkten (= Schnittpunkten der vert. Trennungslinien in der korrespon-
dierenden Menge Eo(k) mit dem Intervall i2 (Xl, X 2 ; Y)), ffir die: 
lim F[f; {12(k) [io]: EO(k); T}] = fio f dT, 
k-->oo 
lim F[f; {12(k) [il(Xi ; c, Y)], E~;; T}] = fil(Xi;C, Y) f dT = 0 (j = 1, 2), 
k-->oo 
und 
lim F[f; {12(k) [i2(XI, X 2 ; Y)], Ey(k); T}]= fi2(Xl,X2;y) f dT=O. 
k-->oo 
Betrachtet wird i' 0 = i' 0 (Xl, X 2 ; c, Y) nebst Rand. 
Aus l2(k)[io], l2(k)[il (Xi; c, Y)] (j= 1,2) und l2(k)[i2 (Xl, X 2 ; Y)] ent-
stehen durch teilweise Einschrankung der Umgebungen Riemann-Klassen 
12('(k) [i'o] bZW.I2('(k)[il (Xj; C, Y)] (j= 1,2) bZW.I2('(k)[i2 (Xl, X 2 ; Y)]: 1° ffir 
(x, y) E i'o (Xl, X 2 ; c, Y) sei i'(k)((X, y)) = i(k)((X, y)) ·i'o, mit i(k)((X, y)) E 
E l2(k)[io]; 2° ffir (Xj , y) E il (Xj ; c, Y) sei i'(k)((Xj , y)) = i(k)((X" y)) . 
. i~~((Xj, y)). io mit i(k)((Xj , y)) E l2(k) [io] und i~~((Xj, y)) E l2(k) [il(Xj ; c, Y)] 
1 1 (j=l, 2); 3° ffir (x, Y) Ei2(XI,X2; Y) sei i'(k)((X, Y)) =i(k)((X, y)). 
iy(k)(X, y). io mit i(k)((X, Y)) E l2(k) [io] und iy(k)(x, Y) E l2(k) [i2(XI' X 2 ; Y)], 
wahrend ffir die Punkte (Xl, c), (X2, c), (Xl, Y), (X2, Y) Umgebungen 
gewahlt werden sollen, welche liegen in den diesen Punkten bzw. durch 
l2(k)[io] und l2(k)[il (X1 ; c, Y)] bzw. durch l2(k)[io] und l2(k)[i1(X2 ; c, Y)] 
bzw. durch l2(k)[io], l2(k) [i1(X1 ; c, Y)] und l2(k) [i2(X1 , X 2 ,; Y)] bzw. durch 
l2(k) [io], l2(k) [i1(X2 ; c, Y)] und l2(k) [i2(XI, X 2 ; Y)] zugeordneten Um-
gebungen (immer mit i'(k) ::J i'(k+1»); die Umgebungen der fibrigen Rand-
punkte von i'o bleiben dieselben wie in l2(k)[io]. 
Nun ist 
(95*) fi'ofdT= lim F[f; {12('(k)[i'o],Eo(k);T}], 
k-->oo 




(96**) O=Si2(Xl,X2;Y) tdT= lim 1'[1; {Ill'(k) [i2(X1 , X 2 ; Y)], Ey(k); T}]; 
k->oo 
selbstverstandlich bleiben dabei die Trennungslinien (fur i o), welche i' 0 
nicht uberschneiden, auBer betracht. 
Zur Berechnung der vier Grenzwerte kann man sich fur jedes k auf 
einer {Ill'(k) [i'o], EO(k); T}-Zerlegung mit zugehorigen {Ill'(k) [i1(X j ; c, Y)], 
E<l~; T}-trberdeckungen (j = 1,2) und zugehoriger {1ll'(k)[i2(Xr, X 2 ; Y)], 
E;(k); T}-trberdeckung beschranken, wobei dann Zerlegung und trber-
deckungen einen Wert fur die zugehorigen F liefem. 
Hilfssatz B2 geht aus Hilfssatz B1 dadurch hervor, daB i1(Xj; c, Y) 
(j = 1, 2) uberall wo es vorkommt, durch i1(X j ; c, d) (j = 1, 2) ersetzt wird; 
dane ben komme die Wahl der Umgebungen del' Punkte (Xl, d) und (X2' d) 
mit der fur (Xl, c) bzw. (X2' c) uberein, bleibe die Wahl der Umgebungen 
von (Xl, Y) und (X2' Y) [unter Ersetzung von i1(X j ; c, Y) durch i 1(X j ; 
c, d)] erhalten,74) und bleiben selbstverstandlich die vertikalen Trennungs-
linien (fur i o), welche i' 0 nicht uberschneiden, auBer betracht. 
Theorem 43 b • t sei endlich und ~O in io(a, b; c, d). Fur c<'rJ<d 
folgt aus der Existenz des allgemeinen R. Integrals Sio t dT die Existenz 
der allgemeinen R. Integrale ko(a,b;C,1J) t dT, Si llo(a,b;1J,d) t dT und 
Si2(a,b;1J) t dT, und umgekehrt. Dabei ist dann 
SiotdT=kotdT+ SillotdT+ Si2t dT . 
Fur jeden x-Wert ~ mit a<~<b gibt es ein analoges Resultat. 
Be wei s . Fur den Fall T [i1 (a, b; 'rJ)] = 0 folgt dieses Theorem unmittel-
bar aus den Theoremen 42 und 43a . 
Es genugt somit den Fall T[i1(a, b; 'rJ)] > 0 zu betrachten. 
Aus der Existenz von S io t dT folgt die Existenz einer Folge III (1) [io] ".) 
".) ... ".) III (k) [io] ".) ... und einer Folge Eo (1) ~ ... ~ Eo (k) ~ ... von Tren-
nungslinien (wie Eo in Def. a1) mit Y='rJ schon in E O(l) 75) und 
lim 1'[1; {Ill(k) [io], EO(k); T}] = Sio t dT. 
k->oo 
Auf i 1(a, b; 'rJ) liefern die Schnittpunkte mit den unter Eo(k) fallenden 
vertikalen Trennungslinien, erganzt mit (a, 17) und (b, r;), eine Menge ETj(k) 
von endlich vielen Trennungspunkten. Die zu Punkten von i2 gehorigen 
(zweidim.) Umgebungen aus Ill(k) [io] lief ern eine Riemann-Klasse 
Ill(k) [i2(a, b; 'rJ)] irn Sinne der ersten Definition von IV, § 22; wir verkleinern 
die Umgebungen aus Ill(k) [i2(a, b; 'rJ)]' welche nicht ganz in ('rJ- l / k, r;+ 11k) 
74) (Xl Y) und (X2, Y) sind nun auf i l (Xl; c, d) bzw. il (X2; c, d) als "uneigent. 
liehe" Trennungspunkte zu nehmen. 
75) Aueh darf angenornmen werden, daJ3 eine jede io iibersehneidende Gerade 
x=x odeI' y=y, mit x E Hx* bzw. Y E HlI* (siehe die erste Def. von § 30) fUr ge· 
niigend hohe k in EO(k) vorkornmt. 
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enthalten sind, (in vertikaler Richtung) bis dies wohl der Fall ist, und 
die neuen Umgebungen keine Punkte mit den zu EO(k) gehorenden hori-
zontalen Trennungslinien, bis auf y = 'YJ selbst, gemein haben, und nennen 
die so erhaltene Riemann-Klasse wieder 2!(k) [i2(a, b; 'YJ)).76) GemaB Def. b'I 
bilden wir die Riemann -Summe F [f; {2! (k) [i2( a, b; 'YJ)]' E'1 (k) ; T}]; N x und 
Ny seien dabei wie in Def. a'i. LaBt sich nun die Existenz von 
lim F[f; {2!(k) [i2(a, b; 'YJ)), E'1(k); T}) 
k-->oo 
ableiten, so folgt daraus, nach Def. C'I, daB dieser Grenzwert das Integral 
Ii2(a, b; '1) t dT liefert. 
Da F[f; {2!(k) [i2), E'1(k); T}) ~ F[f; {2!(k+I) [i2), E'1(k+l); T}) ist, existierte 
im entgegengesetzten Fall ein positives (j mit zwei speziellen Werten von 
F bei jedem k: F sp • I , F sp •II, ftir die: 
Die ftir ein k='X zu F Sp . I gehorenden trberdeckungsintervalle seien 
(98) u(a, XI("); 'YJ-ch("), 'YJ+b'I("»), U(XI("), X2("); 'YJ-b2("), 'YJ+b'2("»), ... , 
Der Teil von io unterhalb dieser Intervalle wird gebildet von den Inter-
vallen 
der Teil oberhalb der trberdeckungsintervalle von 
., ( (,,) (,,). + ;"(,,) d)" (,,) b· + ;"(,,) d) ~ 0 Xm -2' Xm -1' 'YJ Um -1' , ~ 0 Xm -1' ,'YJ Um , • 
K" " " " 
Betrachten wir zu einem Werte j mit 1 <j <m" die zweidim. Intervalle 
und die korrespondierenden linearen Intervalle 
iI(x\") . c d) iI(X .(,,) . c d) und i2(x\") Xj(")' 'Yl - b .(,,») i2(xl") x .(") . 'Yl + b' ,("») 1-1'" J" 1-1" ·1 J , 1-1' J '"' J • 
Das allgemeine T-Integral von t existiert tiber diese Intervalle, und hat 
dabei den Wert Null tiber die vier linearen Intervalle. Dabei ist, wie in 
den Hilfssatzen BI und B2, 
lim F[f; {2!(k) [io), Eo(k); Tn = Ito t dT, 
k-->oo 
76) Dabei laBt sich wieder erreichen, daB: ~(k)[i2(a, b; 1])]:::) ~(k+1) [i2(a, b; 1])] 
(k=l, 2, ... ); somit auch fUr die dabei abgeanderten ~(k) [io]:~(k) [io]:::) ~(k+l) rio]. 
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auch 
lim F[f; {m(k) [i1(x/x) ; c, d), E~~; T}] = Sil(XT(X);c,d) f dT= 0 (r=j -1, j), 
und 
lim F[f; {m(k) [i2(X~~1' Xj(x); 'f] - (5j(x»), E~!...~r; T}] = 
k->oo 
lim F[f; {m(k) [i2(X~~1' xl'); 'f] + (5'j(><»), E~k+~/t); T}] = 
k->oo 
= Si2(X~~1'Xi(");fJH//,,) f dT=O. 
Durch Abanderung der hier auftretenden Riemann-Klassen in analoger 
Weise wie in Hilfssatz B2 (und Bl) entstehen mit (95*), (96*) und (96**) 
iibereinkommende Darstellungen fiir die allgemeinen T-Integrale von f 
iiber 
(99) il(XT(x); c, d) (r=j -1, j); ) 
i'O(X~~l' Xj(><); c, 'f]-(5j(X») und i'O(X~~l' x/x); 'f]+(5'j(x), d); 
i2(Xj~1' x/x); 'f]-(5/x») und i2(XJ~1' x/x); 'f]+(5'/X»). 
Bei j = 1 und j = mx fehlt ein zu a = xo(x) und ein zu b - x:::~ gehorendes 
lineares Integral (iiber ein i 1); iibrigens lassen sich die im vorigen Absatz 
gegebenen Betrachtungen wiederholen. 
Das Verfahren, welches zum Beweise des Satzes von § 30 fiihrte, laBt 
sich hier, fiir jedes k~')t, anwenden auf die samtlichen Intervalle (99) 
(j = 1, ... , m,,) mit den zugehorigen abgeanderten Riemann-Klassen (fiir 
das betrachtete k). Anfangend mit der Konstruktion von die linearen 
Intervalle i1(xj(x); c, d) iiberdeckenden Vertikalstreifen V}~k (j = 1, ... , 
m><-1) folgen Zerlegungen ZN und EN der zweidim. Intervalle i'O(X~~l' 
X/><); c, 'f]-(jj(X») bzw. i'O(X}~l' x/x); 'f]+(5'/X), d) (j=1, ... , m,,), und dabei 
die linearen Intervalle i2(X}~1' x/"); 'f]-(5j("») und i2(xl~1' x/">; 'f]+(5'j(><») 
iiberdeckenden Horizontalstreifen Htlc bzw. ~l~k (j = 1, ... , m,,). Die zu-
gehorigen Riemann-Summen fiir f deuten wir durch 
S( VI><)) S(ZI")) S( 01")) S(HI")) S( C'.(>') ) l.k , l.k' (}j.k' l.k' ""'1.k 
an. 
Die Horizontal- und Vertikalstreifen iiberdecken die Intervalle (98) 
teilweise; wir konnen diese Streifen bei jedem k ~ ')t derartig schmal wahlen, 
daB die eingeschrankten Intervalle (98) einen Wert von 
liefern, welcher beliebig wenig yom urspriinglichen Werte (in (97)) ab-
weicht (etwa weniger als (J/8). 
Die eingeschrankten Intervalle (98) und die in den Vtlc, Zl~L .8l~k, Hl~L 
~}~lc benutzten Intervalle bilden eine {m(><) [io], Eo(><); T}-Zerlegung (von io), 
und der Wert der zugehorigen Riemann-Summe fiir fist 
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abgeanderter Wert von F sp. I [f; {W<") [i2 ], ETj<"); T}]+ 
mx-l m" 
+ 2 8(V1~D + 2 [8(Zj~k)+8(3tD+8(Hj~D+8(~j~k)]' 
i~1 j~1 
Bei genugend groBer, von nun an fester (von" abhangender) Wahl von 
k (~,,) ist 
m,,-l mx [{ 2 8(V1~D + 2 [8(ZtD + ... J}-
i~1 j~1 
Also wird schlieBlich eine {W<") [io], Eo<"); T}-Zerlegung erhalten, fur die: 
(100) der Wert der zugehorigen Riemann-Summe fur f> ursprung-
licher Wert von Fsp.I[f; {W<") [i2 ], ETj<"); T}]-Oj8 + 
m" 0 
+ 2 {fi'o(X[~1'X;("l;C,Tj-6.("l) + Si'o( ... ;Tj+6,/"l,d)} - -8' 
i_III 
Die Wahl von" war bisher willkiirlich. Aus f ~ 0 und Th. 43a folgt die 
Existenz von endlichen Grenzwerten: 
8 1 = lim Sio(a,b;C,y) f dT, und 8 2 = lim S io(a,b;y,d) f dT, 
mit Ny wie in Def. a1 von § 30. Dadurch wird fiir alle genugend groBen " 
(siehe die im Anfang des Beweises fur die Uberdeckungen von i 2(a, b; rJ) 
gemachten Annahmen) die in (100) vorkommende Summe von Integralen 
von 81 +82 um weniger als 0/8 abweichen, wodurch fUr alle solchen " bei 
der {W<") [io], Eo<"); T}-Zerlegung: 
(101) der Wert der zugehOrigen Riemann-Summe fur f> ursprung-
licher Wert von 
Fsp.I[f; {W<") [i2], ETj<"); T}] - ~ + 81 + 8 2 -~. 
Analoge Betrachtungen fuhren fur alle genugend groBen ", bei 
Fsp.n[f; {W<") [i2 ], E./"); T}], zu einer weiteren {W<") [io], Eo<"); T}-
Zerlegung, wobei 
(102) der Wert der zugehorigen Riemann-Summe fiir f< ursprung-
licher Wert von 
Fsp.n[f; {W<") [i2 ], ETj<"); T}] + ~ + 81 + 82 + ~. 
Aus (97), (101) und (102) folgt fur alle genugend groBen " die Existenz 
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von zwei {2£(") [io], Eo("); T}-Zerlegungen, fUr die 
die Differenz der Werte der zugehorigen Riemann -Summen 
> Fsp.df; {2£(") [iz], E,-/"); T}] -
- Fsp.n[j; {2£(") [iz], E 1J ("); T}] - ~ () > ~. 
Dies widerspricht der Existenz von Sio f dT. 
Also existiert neb en Sio f dT auch Si2 f dT. Daraus folgt nach einem 
schon im Beweise von Theorem 28 (in IV,§ 23) angewandten Verfahren 
die Existenz von ko(a,b;C,1J) f dT und eben so von Sillo(a,b;1J,d) f dT, wahrend 
das Verfahren am Ende des zitierten Beweises auch hier die Umkehrung, 
nebst der Additivitat des Integrals, liefert. 
Nach Analogie von Theorem 3 in I, § 2 laBt sich hier beweisen 77) das 
Theorem 43 c • Bei f endlichwertig auf il(~; c, d) und c<e<d folgt 
aus der Existenz des allgemeinen Riemann-Integrals in bezug auf T: 
Si1(~;C,d) f dT 
die Existenz dieses Integrals tiber i'l(~; c, e) und tiber i"l(~; e, d), und 
umgekehrt. Dabei ist dann 
Sil(~;C,d) f dT = Si'l(~;C,e) f dT + S {(~,e)} f dT + Si"l(;;e,d) f dT. 
Ein gleiches Resultat gibt es auf Geraden parallel zur x-Achse. 
Mit den Theoremen 43a, b, c folgt das 
Theorem 44. 1st f~O, endlichwertig und allgemein R-integrierbar 
in bezug auf T tiber jedes (zweidim.) Intervall io(~I, ~z; 'f}I, 'fjz), so laBt 
das Integral sich definieren ftir jede Menge A E K. 1st A Summe von 
disjunkten Mengen: 
r 8 t u 
(103) A = ~ i/Z) + ~ ik(x) + ~ illY) + ~ {(Xm, Ym)}, 
i~l k~l 1~1 m~l 
wobei die Intervalle i/Z) zweidim., die Intervalle ik(x) linear parallel zur 
x-Achse und die illY) linear parallel zur y-Achse sind, so sei 
SAfdT= ~Sii(2)fdT+ ~Sik(lJ)fdT+ ~SitlJ)fdT+ ~S{(Xm'Ym)}fdT. 
00 ~ m ~ 
Der Wert von SA f dT ist unabhangig von der gewahlten Zerlegung (103) 
von A. Fur die zum Korper K gehOrenden Mengen ist das allgemeine 
R-Integral von f (~O) in bezug aut T eine beschrankt additive Mengen-
funktion. 
Bei einer Zerlegung: f = f+ - f-, wie im Anfang dieses Par., und bei 
f+ und f- allgemein R-integrierbar in bezug auf T tiber jedes zweidim. 
77) Man beachte die Definitionen a'l. b' l , e'l (nebst zugeh6rigen Bemerkungen 
1, 2) und Def. 61. 
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Intervall hat f wieder die eben ftir nicht negatives f angegebenen Eigen-
schaften. 
Theorem 45. Die allgemeinen Riemann-Integrale in bezug auf T 
auf einer Basismenge H (also E Ko) sind lineare Funktionale, d.h. aus 
der Existenz dieser Integrale ftir die auf H endlichwertigen Funktionen 
f. g und bei (x, f3 willktirliche Konstanten folgt die allgemeine R. Integrier-
barkeit von (X·f+f3·g tiber H, mit 
SH ((X. f+f3 .g) dT =(X SH f dT +f3 SH g dT. 
(To be continued) 
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